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Quindi dii (x,y) = O per ogni (x,y) e R x R .
C.V.D.
Più in generale, per ogni spazlo localmente convesso e di
Hausdorff E, abbi amo (cfr. [15J)
•
§ 2.2. APPLICAZIONI.
DEFINIZIONE 2.2.1. Il cono Q dicesi regolare se la sua chiu-
-
sura Q non contiene rette.
Valgono inoltre i risultati seguenti.
PRQPOSIZIONE 2.2.1. (cfr. [15])
6Ono fu.ta.nze..
Q è ~e.goR.aJte..
V-ic.e.vVLM 6e. C (o d )Q Q è una fu.ta.nza, atio~a
PROPOSIZIONE 2.2.2.(cfr. [3]) .
La topo.f.og-ùl ~ela..:Uva eli Q -<-n E è e.qu.<.va.te.I'I-te. alla topolog-ùl
de.6-<-nda da C o dr. ' .6 e., e MUaI'l-tO .6e, tulle le .6ez-<-ol'l.i. p,{al'le d.i.
[l "
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,
hanno apeJduJLe. uYÙ6oJtme.me.YLte. ~e. uoé <le., peJt ogl'U x € n
e.d O!lYÙ <le.nKnoJtmi1 COYLt-ÙlUi1 p <lU n e.6,ù,te. una CO<ltaYLte. Iè > O
me. che. {l! € E : p(x-l!1 - Iè} rt n .
IL CONO DEGLI ELEMENTI HERMITIANI POSITIVI.
Sia A un'algebra di Banach complessa con elemento identico e,
cioé A e un'algebra complessa in cui é definita una norma I I I I
rispetto alla quale A e di Banach ed inoltre è verificata la pro
prietà Ilx'yll ~ Ilxll'llyll per ogn1 x,y e A.
Ricordiamo che per ognl x e A lo spettro di x, Spx, è l'insie
me {l e [ : x -le non è invertibile}.
Supponiamo ancora che in A sia definita una involuzione continua
rispetto alla quale A sia simmetrica, cioé sia definita una
.,
appl icazione ": x 1-1---,.x continua di A in A tale che:
(a) x ,
.,
(x+y) .. ..- x +v
" ,
..
P,x) ..À x ,
.. .. ..(xy) - y x , per ogn1 x,y e A e À e a;
(b) ogni elemento della forma '*e + x x è invertibile.
Siccome A ammette l'elemento identico, a11 ora x e invertibile se.
e solo
.,
invertibile (x-l) .. (x,*)-lse, x e - •
.. .. - ..Poiché (x-le) x -le • À € a, • deduce che Spx =Spx- per ognl Sl
Questo fatto impl ica che l'involuzione ., è hermitiana, cioé ogni
elemento hermitiano di A(he A, h hermitiano<def>h'*=h)ha uno spettro
reale.
Sia E = HA i l
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sottospazio reale di tutti gli elementi her-
mitiani di A. HA è un sottospazio chiuso di A in quanto l'invo
luzione e continua.
~fI elemento e detto positivo, " h > O" se Sph c R .
- +
Sia no il cono degli elenti hermitiani positivi di HA' Essen-
do A simmetrica se h> O, k> O allora (cfr. (6) lemma 4.7.10
pago 234) h + k > O. Quindi il cono n è convesso.
o
Sia la parte interna di no per la topologia in HA'
Facciamo vedere che è il cono convesso aperto degli elementi
hermitiani strettamente positivi. Intanto se h e n
o
con OeSph
a11 ora h +'l ; infatti siccome lY =h--eJ.nn n ~ o per ogni int~
ro n > O, segue che non esiste un intorno di h = lim y contenu
n
to in n . Sia ora h e n con O +Sph, siccome l'applicazione
o o
X I t> Spx (cfr. [6J pago 35-36) e semi-continua superiormente,
allora esiste un intorno I(h) di h ln HA tale che per ogni
.,
Sph c Il }.
+
keI(h):
Quindi
Spk > O, cioè h è i nterno a n
o •
,
Dato x e n , Sla x~ la sua radice quadrata positiva.
è l' immagi ne di Sp x per l'applicazione t, ~ If •
Quindi x ~ e n, e e invertibile.
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Indichiamo l'inverso di x~ •
L'automorfismo lineare Tx : z 1-1--<><> x-l z x-~ (x e (l) di A •l n
,
A, applica HA in sé. Per y e (l, essendo Tx(y) = x-~
.j l
=(y"X- 2 segue (cfr. 6 pago 233) che Tx(y) ~ O .
Inoltre essendo y invertibile, anche Tx(y) è invertibile, per CU1
Tx(y) e (l. Quindi Tx applica in sé, ed essendo Tx(e) = e pOSS1a
mo affermare che il gruppo {Tx: x e (l} opera transitivamente su (l.
Perciò (l è omogeneo-affine.
Si dimostra che la distanza "tipo Carathéodory" C(l e data dalla
c (x,y)(l
-l -l
= max{log o(x y) , log(xy )1 (x,y e (l) , (2.2.1 )
dove p è il raggio spettrale 1n A. La dimostrazione richiede consi-
derazioni delicate sugli stati di A. Per essa rinviamo a [15J.
TEOREMA 2.2. l
Mio I.> e A no n c.o l'ltiene e.temel'lti heJtm.uJ.aYÙ qlLiLl.>.{. -YÙ.tpotel'lti !UveJl6.{.
da que.t.to banate.
Dimostrazione. Dalla (2.2.1 ) • vede che C è invariante rispettoSl (l
a11 'applicazione -l di su di D'altronde sempre dallaXi
" X se.
(2.2.1 )
C(l(e,h) - O se, e solo se, Sph ={1} . Ma se Sph = {1 l , allora
h = expx con x elemento hermitiano, quasi-nilpotente (i.e. p(x) - O) ..
Pertanto il teorema 2.2.1 segue dalla proposizione 2.2.1.
C.V.D.
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Supponiamo ora che A sia un'algebra C" con identità. L'algebra
A non contiene elementi hermitiani quasi-nilpotenti diversi da quello
banale, pertanto dal teorema 2.2.1 segue che ~ è regolare. Inoltre
per ogni elemento hermitiano h: p(h) =llhll.
Per x,y € [:, e - ~y
_ 1
X Y 2 sono hermitiani, perciò
e da 11 a (2. 2. l )
-} - l
x Y 2) - p (y x),
C (x,y) = max{1ogllx -1 y x -~ Il, log[ IY-~ x y-~ Il}
~ (2.2.2)
Ne segue (cfr. [15J pag.686-687) che la Il II-topologia e la C -topo~ -
logia coincidono in Q. In definitiva vale la
PROPOSIZIONE 2.2.3. Se A è una algeb~a C· co~ ~de~, ateo~
c~ è deMrU.ta datea 12.2.2), Q è ~egolMe, e la topolog~ de6~'u.ta da
Sia E uno spazio di Hilbert complesso, ~(E) l'algebra degli ope-
ratori lineari continui di E ln se .
L'algebra t(E) è un'algebra ..C . Anzi, ogni algebra C" è iso-
morfa ad una sottoalgebra autoaggiunta di !(E) chiusa per la topolo-
gia definita dalla norma.
Una sottoalgebra autoaggiunta di J(E), contenente l'elemento identi
co e chiusa per la topologia debole degli operatori, è un'algebra di Von
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Neumann.
Una definizione equivalente di algebra di Von Neumann è la seguente.
Sia A un'algebra C~. Se lo spazio di Banach A è duale di uno spazlo
di Banach, A e un'algebra di Von Neumann.
Sia quindi A un'algebra di Von Neumann di operatori lineari limi-
tati di ln sé. Indichiamo con (,) il prodotto scalare di E.
Per ogni h € HA è (cfr. [15]) :
Utilizzando queste formule si provano i teoremi:
Teorema 2.2.2 (cfr. [15J)
(2.2.3)
Se. A è un'alge.bJta dÀ. Von-Ne.wnann la. me.bUca Cn' de.6-i.rU..ta da.Ua
12.2.31, è compieta bu n.
Teorema 2.2.3 (cfr. r15]),
S-i.a A un' algebJta dÀ. Von-Ne.wnann. S-i.ano Vl e. V2 due. MUO-l.M-l.C.
m-<.~ dÀ. n. L' -l.M-l.eme. delle. appUcaz-l.o n-i. line.aM. LUnila.:te. T di.
HA -l.Yl bé -tale che. T(n) c n e. TIV I ) nV2 I~, è un-i.6oJuneme.rtte~
to -i.n YloJuna.
